生产计划与过程调度

***************一．  引言  *************

工业生产中一个实际而有意义的问题是生产的安排与调度问题，即如何安排生产计划并适时妥当地调度生产过程，才能充分有效地利用资源，保证有限周期内连续均衡的产品输出。

本文先从具体问题出发，通过试探迭代得到问题的初步解答，然后以此为基础进行推广，给出了该类问题试探迭代解法的模拟程序的算法。

主题词：过程调度   规划   试探迭代   程序模拟

●※●注：1.因得知题目变更时，模型已经成型，故应注意“三”，“四”部分所有推理及答案均建立在原给题目之上，但这并无实质上的差异，“六”中据前行结论给出了“更正后的题目的解答”。

2.下文凡下划线的式子中矩阵的乘/除法均采用MATLAB中的点乘/除，即对应分量相乘/除。
　*********** 二　问题的分析与假设简化 **********
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首先，我们把题图所示的生产结构图改画成右图１所示的生产结构树形图，根据问题的特点做如下假设： 
上一周期结束时的库存原料及中间产品是足量的，因而生产过程不会因为原料及中间产品的短缺而停滞。
除生产树的叶子结点所代表的产品（图中的Ａ3，A4）外，其余产品均不能自生产，即必须以其子结点所代表的产品为原料。
正如题文所述，生产资源与时间是最基本的，不能互相调节。
因A6对出厂产品的生产无贡献，在均衡条件下，A6的产量总是零，即不生产A6。（对原给题目有效）
周期只是人为的划分，一个周期内未完成的工作在下一周期仍然是有效的，因此允许单组分数产品存在。
所谓均衡是指一个周期内中间产品的产量等于其消耗量；连续是指整周期内生产不间断；无浪费是指拥有的所有资源全部在用。
符号说明：
生产组向量：X =(x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6 )，xi表示用于生产Ai的生产组的数目；

产量向量Y：yi表示一个周期内Ai的产量；

资源占用率矩阵A=(aji)５×７,其中aｊi表示生产单位数量的第i种产品需要占用的第j种资源的数量;
资源占用向量Q，资源向量S：Qj，Sj分别表示第j种资源的占用量和拥有量；

工作时间向量H，B：Hj表示资源j的工作小时数，B=[6，3，6，5，2，1，2]’表示生产单位数量的各产品所需小时数；

劳动量向量M：Mi=Xi×Bi（对产品）；Mj=Qj×Hj（对资源）。
生产周期：Ｔ。

资源价值向量W：其中wj表示生产部门对第j种资源的评价（本题中wj均为1）；

其余符号用到时文中均有介绍，此处不详细罗列。

*********三．问题的初步解决——试探迭代解法********* 

 最简单直接的一种解法是试探迭代，即在不考虑约束的情况下从占用资源

最少的情形出发逐步迭代，直至满足所有约束。虽然这不能得到普遍通用的答案，但对通用答案的得出，有重要的铺垫作用。

由于问题1，2，3都涉及均衡约束，故可先从假设5对“均衡”的理解出发由生产结构图表达这一约束：

由:y1=4y0,,  y2=5y0,  y3=y2+5y0,  y4=3y0+y5,  y5=3y1,  y6=0

若记a=[1，4，5，6，15，12，0]’则有：

            Y=y0×a…………………………………………（1）

此即均衡方程。

问题1的试探解：

对于问题1由于生产过程连续，即各生产组的工作时间相等（均等于周期T），所以产量与工作组数成正比（∵yi=xi×T/Bi，T和Bi为常数）。由式（1）知：y0决定了Y ，X及Q（∵Y=y0×a，Q=A×X，而yi∝y0∝xi）。

y0必须取整。下面以y0=1为初值，step=1为步长试探迭代求X的整数解：

第一次迭代：

　　y0＝1,  Y=y0×a=a,     T=6

由X＝Y.×B/T得：Ｘ＝［１，２，５，５，５，２，０］’

已得整数解，迭代结束。

　所以问题（１）的试探解为：

　连续生产条件下，当Ｘ＝［１，２，５，５，５，２，０］’时

　　　Ｑ＝Ｑmin＝Ａ×Ｘ＝［636，332，100，40，32］’

       T=Tmin=6（hour）

问题2的试探解：

 问题2允许资源调用，生产的连续不再成为约束。要降低资源占用，扩大周期是必要的，此处可暂不考虑周期，依然由最省资源的情形出发逐步迭代。

首先我们寻找问题1与2的共性，以期能直接利用1的有关数据。

因两问题均要满足均衡方程（1），故若总取定y0=1（由1：最小周期内yo必为1），则两问题的Y向量相等。因 M=（A×Y）.×B，∴各资源的工作量M相等；又因Mj=Qj×Hj，∴Q与H成正比；而1，2均无资源浪费， Hj=T，所以Q与T成反比，即：

Q（2）：Q（1）=T1：T2=r…………………………………………（2）

∴2中Q=r×[636，332，100，40，32]’

而要在1的基础上减少资源占用，须有：r<1，但要保证Q的各个分量为整，故r可行的取值只有r=1/2，1/4两种可能。

下面我们就以r=1/4（最省资源），即Q=[159，83，25，10，8]’为初态做第一步试探迭代：

由于Q
等于A的部分列向量的正系数线性组合，即：

     Q=A×X…………………………………………………………（3）

于是我们可以找到（3）的全部非负解，再根据均衡方程即可得到调度方案。

对本题我们通过MATLAB得到调度方案如下：

X=[0，0，1，2，1，1，0]’，——工作t1小时

X=[0，0，2，1，3，0，0]’，——工作t2小时

X=[0，2，2，1，0，0，0]’，——工作t2小时

X=[1，0，0，1，1，1，0]’，——工作t3小时

X=[1，0，1，0，3，0，0]’，——工作t4小时

X=[1，2，1，0，0，0，0]’，——工作t5小时
其中各方案工作时间ti的可选值组成一个矩阵，记作HH：

HH=[t1，t2，t3，t4，t5，t6]由MATLAB计算得28组值：

HH= [6     6     6     6     0     0

       7     5     6     5     1     0

       7     6     5     5     0     1

       8     4     6     4     2     0

       8     5     5     4     1     1

       8     6     4     4     0     2

       9     3     6     3     3     0

       9     4     5     3     2     1

       9     5     4     3     1     2

       9     6     3     3     0     3

      10     2     6     2     4     0

      10     3     5     2     3     1

      10     4     4     2     2     2

      10     5     3     2     1     3

      10     6     2     2     0     4

      11     1     6     1     5     0

      11     2     5     1     4     1

      11     3     4     1     3     2

      11     4     3     1     2     3

      11     5     2     1     1     4

      11     6     1     1     0     5

      12     0     6     0     6     0      ………………………………………………※
      12     1     5     0     5     1

      12     2     4     0     4     2

      12     3     3     0     3     3

      12     4     2     0     2     4

      12     5     1     0     1     5

      12     6     0     0     0     6]     ………………………………………………※

所以，以上述①～⑥为方案，以HH的任一行为工作时间进行调度，即可使资源占用最少，Ｑ＝Ｑmin＝[159，83，25，10，8]’      

此时最小周期等于HH任一行的和：T=Tmin=24（hour）

正好等于问题1的4倍，这与式（2）的结论是一致的。

（其中标记“※”的两行对应的方案调度次数最少。）

问题3的试探解：

问题3中，资源和周期都有确切定界，所以一般资源浪费不可避免。

  因为生产单位A0，资源的总劳动量M=A×（a.×B），而现在拥有的最大劳动量为：ＭＭ＝Tm×S=132×[120，80，25，8，10]’，由ＭＭ./M=[ 4.1509    5.3012    5.5000    4.4000    6.8750]’知在题给资源及周期限制下最多能生产４个 Ａ０，即y0≤４。要资源浪费最小即要在有限周期内资源的有效劳动量最大，为此可先不考虑周期限制，在资源限制下，对生产最大产量的周期进行优化，即：

　　　　　　　　　　minＴ 

　　　　　　st.：Ａ×Ｘ≤S………………………………（４）

　　　　　　　　　Ｙ＝4×a

为此，提出以下两条思路：

      思路一：  为能利用1,2的结论,在(4)式中加入一人工变量c,把不等式化为等式：A×X=S-c，若加入c后，以Qmax=（S-c）max为资源而无资源浪费，容易理解此时对S 浪费最小且问题已与2无异了。可见c应满足：Qmax=（S-c）max=k×Q（1）=k×［636，332，100，40，32］’……（5）

      代入题给条件发现（5）没有整数解。但我们可以放弃整数限制，让c的一个分量为0，其余均非负。即由：

    Qmax./S=0.25×[0.75，0.96，1，0.8，1.25]’
取:            k=120/636=30/159，

               c=S-k×Qmax=[0,17.3585,6.1321,0.4528 ,3.9623]’
对此做法的合理性可解释如下：资源浪费意味着部分资源只在部分时间内

工作，但若放弃整数限制，通过折算，我们可以看作一部分资源“满负荷”而一部分资源“空负荷”工作。

      但考虑到问题的实际性，整数限制是必要的，故可采取近似方法，对Q的各分量取整，再用与2类似的方法进行调度，其中的误差用c补偿。

思路二：类似问题2的解法，先找到式（4）的全部正整数解，再根据均衡

方程得到调度方案，并对有效周期进行优化。

由MATLAB得式（4）的197个解，组成一197×7的矩阵FF（对应197种调度方案）。理论上可采用与2类似的方法，设第k种方案执行时间为tk，

记其组成的向量为t（大小：1×197），解均衡方程：

t×FF=4×6×[1，2，5，5，5，2，0]

再从解中选择使T=∑tk（k从1到197）最小的解t，即可得最优调度方案。

**********  四．问题的进一步解决——程序模拟*************
“三”的方法针对具体问题提出，有一定局限，但可喜的是这已经为问题的进一步解决提供了最基本的思路和经验。下面我们对问题进行推广，并通过

程序模拟得到更一般问题的解法。

因为实际中，各种资源的价值并不相同，而存在浪费时更经常而合理的目标应是浪费造成的费用最小而不是浪费数量最小。为此考虑以下问题：

已知某生产部门的以下参数：A，S，Tm，a，B，以及资源价值向量W，现要求一种调度方案，使得在均衡生产条件下，资源浪费费用最小。不失一般性，假设问题的规模不变，即资源种数仍为5，产品种数仍为7。下面就此问题，根据“三”的经验提出以下算法。（各符号含义同前）。

Step 0：数据准备：获取A，S，T
m，a，B，及最终产品的最大产量y0max（=max[Sj×Tm/Mj,其中Mj= A(j,:)×（a.×B）]）等。（一般A可由生产树用图论方法得到，此处不做介绍）；

Step 1：建立模型：min（cost）

              St ：  Ａ×Ｘ≤S………………………………（5）

　　　　　　　　　Ｙ＝y0×a………………………………（6）

                   T≤Tm…………………………………（7）

Step 2：求（5）所有非负整数解（可搜索得到或用分枝定界法）得方案矩阵FF，再用式（6）求各方案的执行时间向量t的所有可行解(y0从y0max取起)，据此求各方案的资源浪费量wa及浪费费用cost：

wa=Tm×S-A×(t×FF)’…………………………………………（8）

cost=W×wa…………………………………………………………（9）

Step 3：if（cost≤ce）    end；

           else     减小y0，goto    step 2.

其中ce为cost的允许下限，因cost低于某值后，再减小意义不大，所以以此为终止条件是合理的。(实际中调度本身往往存在费用，所以还要求调度次数最少，可在此基础上进一步完善。)

*************五．对更正后的题目的解答   *************
[image: image232]更正后的问题生产树如图所示。可见A6成为有用中间产品，假设4不再有效。但这并未引发实质性的改变，只要将a改成a=[1，4，5，6，15，12，12]’

则解法与原给题目无异。通过相同的方法我们得到更正后的题目的解如下：

问题1： 当Ｘ＝［１，２，５，５，５，２，4］’时

　　　Ｑ＝Ｑmin＝Ａ×Ｘ＝［704，424，144，48，56］’

       T=Tmin=6（hour）

问题2：最省资源时的最小周期T=48（hour），Ｑ＝Ｑmin=1/8×Q（1）=[88，53，18，6，7]’，相应调度方案如下：

①.X=[1，0，0，0，0，0，1]’，——工作6小时

②.X=[0，2，1，0，0，0，0]’ ——工作6小时

③.X=[0，0，1，0，3，0，0]’ ——工作6小时

④.X=[0，0，1，1，0，0，1]’ ——工作18小时

⑤.X=[0，0，0，1，1，1，0]’ ——工作12小时

     问题3：资源浪费最小时，调度方案为：

X=[1，0，0，0，1，0，1]’，——工作18小时

X=[0，2，1，0，1，0，0]’，——工作18小时

X=[0，0，1，1，1，0，1]’，——工作54小时

X=[0，0，1，2，0，0，0]’，——工作8小时

X=[0，0，1，0，0，0，0]’，——工作2小时

X=[0，0，2，0，0，0，0]’，——工作2小时

X=[0，0，2，1，0，0，0]’，——工作2小时

X=[0，0，0，1，0，2，0]’，——工作18小时

有效劳动量为：U=A×（t×FF）= [12672，7632，2592，864，1008]

劳动量浪费为Wa=Tm×S-U=[ 3168，2928，708，192，312]

资源浪费量为θ = Wa/Tm = [ 24，22.2，5.4，1.5]

资源利用率（有效利用资源的比例）：

η = 1-θ./S = [ 0.8，0.723，0.786，0.818，0.764]

****************   六．评价总结   ******************

   本文从具体问题出发，先通过试探迭代得到问题的初步解答，在此过程中形成了解题的基本思路，然后据此对问题进行推广，提出了程序模拟的基本算法，

并对原给问题及更改后的问题作了详细解答。方法简单，思路清晰。模型的主要缺点是：严密细致的理论推导和证明较少；算法的改进尝试太少。

    但应该想到：一名初识建模的大二学生在四级备考的紧张日子里，不几日的躁急努力得来的该是怎样一个粗糙的结果。然而，只要有进步或者有进步的哪怕一丝希望，就值得作者欣喜并随时准备下一次的执著和疯狂。
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钻井布局的优化

                               摘   要

勘探部门在系统勘探时期要进行“撒网式”的全面钻探，合理的钻井布局可以充分利用初期勘探时得到的旧井，从而大大节省勘探费用，提高经济效益。实际上，布局的优化问题在工程上是经常遇到的，对这一问题深入的研究有很大的实际意义。

本文从一个具体的钻井布局问题出发，提出了多种思路，并做了积极的尝试，得到了两个模型：

模型（一）是一个非线性规划模型，针对模型中涉及到的、优化性能不是很好的“奇异”函数，本文采用一些连续的、优化性能良好的函数去近似，从而对模型做了有效的改进，但是和大多非线性优化问题一样，本模型难以避免的缺点是：结果对初值有依赖，如果初值设置不当，极易陷入局部最优。

模型（二）采用数据拟合方法，得到了很好的结果：

问题（一）采用分方向拟合法，得到：当网格点的坐标在以下范围：0.36≤x≤0.42;46≤y≤0.55时，最多有四个旧井位可用，它们的序号是：2，4，5，10。

问题（二）把二维数据点映射到三维空间再直接拟合，得到最多有六个井位可用：1，6，7，8，9，11，此时网格布局可由有序组（x,y,θ）确定，得到该有序组的一个优化值是：（   ）

      问题（三）若采用拟合方法，充分条件可简单描述为：一次拟合，误差已满足要求（详见文中在各种距离意义下的讨论）。 

但是模型（二）同样也不是完美的，它的缺点主要表现在：①.如果异常点数目远远大于正常点数目，可能得不到最优解；②.每次拟合只能得到一个最优解，即使从多个初值出发，采用多次优化，也无法得到所有的最优解。针对上述缺点，文末给出了一种有意义的改进意见。

主题词：布局优化问题   非线性规划   数据拟合

一.问题的提出与初步分析：

设平面上有n个点Pi(ai,bi),i=1,2,3,……n,表示已有n个井位。新布置的井位是一个正方形网格N的所有结点。假定每个格子的边长都是1单位，整个格子可以在平面上任意移动，若一个点Pi与网格结点Xi的距离不超过给定误差ε，则认为Pi处的旧井可以利用。

   问题1：设东西向（网格横向）为x轴，东向为x正方向，设南北（网格纵向）向为y轴，北向为y正方向，设有两点p1（x1,y1），p2(x2,y2)，则max{|x1-x2|,|y1-y2|}为p1与p2  之间的距离。在平面上平行移动网格，使可利用的旧井的数目尽可能的大。

  问题2：在欧氏距离的定义下，设有两点p1（x1,y1），p2(x2,y2)，p1与p2之间的距离为sqrt((x1-x2)2+(y1-y2)2) ; 考虑能将网格逆时针旋转Θ角，坐标轴随着网格一起旋转时，可利用的旧井的数目尽可能的大。 

  问题3：如果有n口旧井，给出均能被同时利用时，所需满足的条件和算法。   

二. 模型的假设和符号的说明：

未考虑井的大小，将井用一个点来代替。

需要规划的网格区域足够大，能够覆盖所有的旧井位。

符号说明：

旧井的坐标：Pi（ai ，bi）（i=1，2，3，……，n）；

旧井Pi距与其最近的网格点的距离、x向的坐标差、y向的坐标差：di（或Di），dxi，dyi

任一网格点的坐标P0（x0，y0）

网格线与坐标横轴正向的夹角：θ

       （其余符号用到时文中均有说明）

三. 模型的建立及求解：

  Ⅰ.问题的初步解决——模型（一）

问题要求对网格点的布局进行优化，以使尽可能多的已知数据点（旧井点）与网格点之间的距离小于某一给定的阀值（题定的误差），考虑到问题（一）、（二）的共性，容易给出问题的最直接的描述是一个非线形规划模型：

问题（一）的模型如下：

max f1(x0,y0)=Σ EQ 

 EQ Φ（di）;   （i=1,2……12;）

其中Φ（x）=1; if (0<x<0.05)  , 

Φ（x）=0;  else
di=max(|ai-x0-floor(ai-x0)|, |bi-y0-floor(bi-y0)|)为数据点（ai,bi）到最近的网格点的绝对值距离，(x0,y0)为任一网格点的坐标。

问题二与问题一在本质上没有什么区别，只是在问题二中，网格可以旋转，自由度由两个变成了三个，（于是决策变量也就变成了三个），另外距离的定义变成了欧氏距离。相应的模型可表述如下：

max f2(x0,y0，Θ) =ΣΦ（di）;   （i=1,2……12;）

其中Φ（x）=1; if (0<x<0.05)  , 

Φ（x）=0; else
di=sqrt((ai'-floor(ai'))2+(bi'-floor(bi'))2)为数据点（ai,bi）到最近的网格点的欧氏距离。
其中：（ai',bi'）为数据点(ai,bi)在网格坐标系中的坐标
ai ‘=( ai –x0)cosΘ+（bi-y0）sinΘ
bi ‘=( bi –x0)cosΘ+（ai-x0）sinΘ
对以上模型，一种思路是用一些优化性能良好的函数来近似代替Φ（x），di 。理想的情况是得到一个连续二阶可导的目标函数，再对其进行优化。这种方法的缺点是优化结果依赖于初值的选定，如果初值选择不当，极易陷入局部最优解。虽然随机选取初值，经过多次优化，可能得到最优解，但前述的缺点决定了这种方法并不是很完善。

我们以一个极陡峭函数Ψ（x）=π/2-arctan(5000x)近似代替Φ（x），以一个周期函数D(x)=0.05/sin(0.05π)*sinπ(x-x0)来 近似代替 di，用Matlab优化工具箱进行优化，以6个初始点开始，只得到一组解接近最优（见附录（1））。

Ⅱ.更好的方法——模型（二）

在对问题的深入思考之后，我们发现，原问题本质上可以看作是数据的拟和问题，解释如下：拟和问题是用某一已知形式的函数来近似模拟一组数据点的分布，以使误差的平方和最小，即：使有尽可能多的点落在拟和图形的周围。

本题的目标恰好是让尽量多的点落在网格点的周围，因此可以看作是一种拟和问题：用网格点近似已知数据点的分布，使误差的平方和最小，（我们采用常用的最小二乘拟合法）。

⑴.对问题（一）的解答

对于问题一，此时我们当然可以以数据点的绝对值距离di作为误差项，但考虑到di=max{dxi,dyi};,误差要求：di≤0.05等价于：dxi≤0.05且dyi≤0.05;于是可采用分方向拟合的方法，即在x方向和y方向分别拟合，使误差满足要求。但是问题的原始目标是误差小于阀值的数据点个数，这与拟合目标并不一定能同时达到，我们采用以下方法：在每次拟合之后，统计并分析误差，剔除误差项明显异常的数据点，对剩余数据点再拟合，再剔除…………直至剩余的数据点列在某次拟合完成时全部满足要求。类比于统计学回归分析中类似的作法，这是容易解释的：当某次最小二乘拟合完成时，目标已接近最优，而影响目标最优的不应是正常数据点（ 误差较小的数据点），而是异常点（误差明显偏大的点），于是剔除异常点，有利于目标的达到。结合问题的实际意义，这可以解释为：从可利用的角度，某些井位的利用性能很差，所以保留这些井的利用机会，则会影响其它更多的井的利用。

问题（一）的拟合子问题，模型如下（采用思路一中周期函数近似绝对值距离）：

min ΣD2（Zi）

D（Zi）=0.05/sin（0.05×л）×sin(л×（Zi-Z0）)

Zi=xi 或yi，P0=x0 或y0

算法描述如下；

     step1：X方向拟合，得最终点列S1及x0的最优值x0f；

     step2：Y方向拟合，得最终点列S2及y0的最优值y0f；

     step3：可利用井位集S=S1∩S2，（x0，y0）的最优解为（x0f，y0f）

其中分方向拟合子过程的算法如下：

  step0：Z0=data，f0=zeros（12，1）；（x方向拟合时，data=a，y方向拟合时，data=b）；

        给定初值Z00

        初始井位集M0={全部井位序号}；

   step1：最小二乘拟合即minΣD2（Zki），得Z0k及误差列{εi}={D（Zki）}；

   step2：分析误差列，如果误差列满足maxεi≤0.05，停止，Z0f=Z0k，Sj=Mk，（j=1,2;x向：j=1,y向：j=2） 

          否则： 选择 Nk={误差明显偏大的数据点},Nk Mk

            Mk+1=Mk╲Nk

            K=K+1，go to step1；

⑵.对问题（二）的解答：

    问题二中，网格可以旋转，自由度为三。整个网格可通过有序点列(x0,y0，Θ)唯一确定，其中(x0,y0)为任意网格点的坐标，Θ为网格线与坐标系的横轴正向的夹角。我们仍然采用最小二乘拟合的方法，此时只是拟合参数由问题（一）中的二个变成了三个。

首先，可以对已知数据做坐标变换，所有数据点化到网格坐标系中：即以(x0,y0)为原点，Φ=Θ为坐标轴的的坐标系中，变换公式如下：

ai ‘=( ai –x0)cosΘ+（bi-y0）sinΘ
bi ‘=( bi –x0)cosΘ+（ai-x0）sinΘ
[image: image233]这时，问题变得与问题一相似了，唯一的差异是距离的定义，问题（二）中采用欧氏距离，而非绝对值距离。实际上，欧氏距离下的可行数据域是绝对值距离下的一个子集，如右图所示，为与点P距离为定值l0,的区域图，S1 包含S2,其中S1 ，S2分别为绝对值距离和欧氏距离下的区域。 

因而对问题（二）有两种思路：

仍可采用分方向拟合法，得x0f , y0f , Θ0f,及最终数据点列S1,S2,，最优解(x0,y0，Θ)=

（x0f , y0f , Θ0f），但最后要加一步检验过程：即对S中的数据点再进行一次误差分析，去掉εxi≤0.05，且εyi≤0.05，但sqrt（εxi2+εyi2）≥0.05的点。

2.  由于在欧氏距离下，距离本身是连续的，因而不必分方向，可直接以距离:di=sqrt(dxi2+dyi2)

为误差项进行拟合，这时，相当于给二维数据赋了附加数据项，把二维数据映射到了三维空间：（ai,bi）→(ai’,bi’,di).

剩下的问题与问题一的唯一差别只是拟合参数个数不同，而对最小二乘拟合，因数据点个数远大于拟合参数数目，所以这并不会带来太大的困难。

⑶. 对问题（三）的解答

问题三要求得到所有井位均可用的条件，在两种距离意义下分别讨论如下：

在绝对值距离意义下，显然所有井位可用的条件是：两个方向上一次最小二乘拟合得到的误差已满足：max εxi≤0.05, 且 ：max εyi≤0.05;

此时，S1=I，S2=I，S=S1*S2=I，所以条件是充分的。（I表示数据点的全集。）

在欧氏距离下，条件可表示为：

（1.）分方向拟合时，除满足1.的条件外，还应满足：max sqrt（εxi2+εyi2）≤0.05
即有不等式组（1）成立：

max εxi≤0.05
max εyi≤0.05
sqrt（εxi2+εyi2）≤0.05
此时，S=S1*S2=I*I=I，且最后的检验过程中不会有点被剔除，所以条件也是充分的。

（2.）直接用距离作误差拟合时，条件可表达为：

一次拟合后误差满足：max di≤0.05
因：此时，所有井位与最优布局时的网格点的距离都小于阀值，所以条件也是充分的。
四. 模型的改进：

模型（二）采用数据拟合法得到了很好的结果，并且算法简单（时间复杂度为0(nlog2n)）.但是应该看到它同样不是完美的，存在以下缺陷：①.如果异常点数目远远大于正常点数目，可能得不到最优解；②.每次拟合只能得到一个最优解，即使从多个初值出发，采用多次优化，也无法得到所有的最优解。

对于缺点①，我们考虑述下改进方法，并称原方法为“正向拟合”，相应的改进后的方法称“反向拟合法”，对题给问题算法描述如下：

step0: 令k=0，数据集S0=φ（空集），给定初值P00，以某种顺序将全集I中的点逐个依次输出：Pi=（ai，bi）。

step1：k=k+1,Sk=Sk-1+Pi对数据集Sk进行拟合，得：P0k。

step2：分析误差，如果误差满足要求，即：

        max　di≤０.05；则获取Pi，转step1

      否则，删除异常点，获取Pi，转step1。

这种方法虽然解决了异常点的干扰问题，但又引入了一个新问题：上面的过程相当于寻找一个“极大匹配集”，（此时匹配的含义是：能够同时被利用），因此一次全拟合并不一定能得到最大匹配集，并且得到的匹配集与I中元素输入的顺序有关。为此，可改进如下：对以上过程得到的极大匹配集的补集进行类似的一次全拟合，再进行类似的过程……，直至所有的数据点全部分到相应的极大匹配集中。此时相当于对全集I进行了一次完全划分，分成的子集都是该问题意义下的极大匹配集。最后分析这些集合，马上可以得到最大匹配集合，而该集合对应的解P0l（l=max k）即为最优解P0f。

这是一种稳健的方法，不会让异常点淹没正常点，解释如下：因为每一次纳入集合Sk的只有一个点，而集合Sk中原有的点均是误差满足条件的点，即均是可共存的正常点，所以除非|Sk|=1，否则，正常点总是占优势的。而对|Sk|=1的情况，当误差不满足要求时，删除任意一个即可，因为对被删的一个我们总是要寻找其匹配集的。另外，这种方法的决策树是一完全二叉树，算法平均复杂度大约为O（nlog2n），这远远优于两两寻找匹配的算法（此时，决策过程按完全二分图进行，复杂度为：n（n-1）/2=O（n2）。

    还有这种算法可以得到所有的极大匹配集，从而可以为用户提供备选项，对像地质勘探之类的工程问题，因为有些地方可能不允许或者不可能或者很难进行钻探，所以提供备选项无疑是有意义的。

       但这种方法同样存在缺陷，那就是：当数据集中的匹配关系非常复杂时，这种方法的输出结果可能与数据点的输入顺序有关，以至一趟这样的匹配划分甚至得不到最优解。

   对于这种问题，我们把我们开始采用的程序搜索法附在文后，以备选用。——这是一种稳健的方法，它通过数据点两两之间的比较（共n(n-1)/2次），得到完全匹配关系，可保证得到最优解。      

五. 模型的评价和推广：

本文针对题给问题，提出了多种思路，并做了积极的尝试，得到了两个模型：

模型（一）是一个非线性规划模型，针对模型中涉及到的、优化性能不是很好的“奇异”函数，本文采用一些连续的、优化性能良好的函数去近似，从而对模型做了有效的改进，但是和大多非线性优化问题一样，本模型难以避免的缺点是：结果对初值有依赖，如果初值设置不当，极易陷入局部最优。

模型（二）采用数据拟合方法，得到了很好的结果：问题（一）采用分方向拟合法；问题（二）把二维数据点映射到三维空间再直接拟合；问题（三）仍采用拟合方法，给出了形式简单的充分条件，并且算法与条件统一。但是模型（二）同样也不是完美的，它的缺点主要表现在：①.如果异常点数目远远大于正常点数目，可能得不到最优解；②.每次拟合只能得到一个最优解，即使从多个初值出发，采用多次优化，也无法得到所有的最优解。针对上述缺点，最后给出了一种有意义的改进意见。

本文的优点是：在对问题深入分析的基础上，抓住本质，对模型在数学上做了积极的简化。这种充分的事前简化，使问题明了简单，从而大大简化了算法和程序。主要缺点是：（1.）算法的简化尚不充分，例如，在模型（二）对问题三的解答中，实际上本文给出的条件还可以再简化，得到拟合的正规方程组，从而实现条件和算法的分离。（2.）本文给出的方法对计算机、以及一些软件有依赖，这影响了方法的移植性。（3.）本文的简化为算法的稳健性付出了代价，对于特别恶劣甚至带有刁难性的数据，本文给出的方法可能会失败。

正如文章的摘要所述，“布局的优化问题在工程上是经常遇到的，对这一问题深入的研究有很大的实际意义”。考虑到本文对数据依赖性很小，（只要不是特别恶劣甚至带有刁难性的数据），所以对类似的布局优化问题，应该是一种有效的方法。另外，本文在建模之初就没有过多地纠缠于“布局优化”，而是从问题的本质出发，把问题看作给定误差阀值的一种拟合问题，所以也就不局限于“布局优化”一类问题。本文最有意义的地方正在于：对“给定一系列数据要求使数据点尽量多的落在某种有规律的分布附近 ”这类问题，本文给出了一种普适的思路。

附录（一）.计算结果简要：

（1）. Sce. m搜索结果：

sce

out=[x0 , y0 , dt , ns , xf , yf , m ]

m =     4                         （最大可用井数目）

len =   247                        （0.0005为步长时得到的最优解数目）

width =                            （最优解的范围

    0.4200    0.3600                  x方向

    0.5500    0.4600                  y方向）

（2）模型（一）：

   极陡峭函数图象：

                      [image: image238.png]


 

距离函数图象：

       [image: image2.png]08
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fminunc优化结果：

   p00=[0，0]     m=3    P0=[0.3245，0.1000]

   p00=[0.5，0.5]   m=4    P0=[0.3675，0.4200]

   p00=[-0.5，-0.5]  m=3    p0=[-0.7500，-1.3315]

参考资料：

1.《MATLAB6.5与辅助优化设计》.电子工业出版社.2003。

2.《现代应用数学手册—运筹学与最优控制卷》清华大学出版社。

补充：

（3）条件：类似最小二乘拟合，用折线函数写出正规方程组，其解使误差满足要求。

另一种方法：加权聚焦法：权系数可取极陡峭函数。

因行文匆忙未写入文章。

    零件参数的优化设计

摘     要

   工业生产中，产品的参数有一目标值，偏离目标值会造成损失，但由于生产条件等的限制，偏差又是难免的，如果刻意追求小的偏差，又会使成本增加，反而是不经济的。于是，“如何合理设计零件参数，以最大限度地提高经济效益”，这对生产部门来说，无疑是个值得研究的课题。

本文从一个具体的参数设计问题（粒子分离器参数设计问题）出发，建立了一个非线性规划模型。针对模型求解中的困难，做了有效的近似简化：（1）.用多元线性回归得到的线性函数，近似题给的经验公式。（2）.用分解迭代的方法对目标函数进行优化。（把问题分成两个子问题，轮换迭代）另外，优化中还引入松弛方法，以减小组合优化的时间复杂度。

模型得到的结果是较理想的：枚举法得到的最小费用为：419.7元，只迭代一次的结果是：443.7元，迭代两次的结果是：435.8元与原设计的3203元（伪随机数模拟得到的结果）或5082.5元（回归得到的结果）相比，费用几乎减小了90%。                                                                                                     

文末对模型求解中的误差进行了分析（包括对线性回归的假设检验和分解迭代的效果分析），误差较小，在工程上，这种误差是允许的。

本文的主要优点在：简单明了，效果良好；缺点是：对模型假设及回归效果的检验，涉及到较专业的统计知识，对有些工厂，这可能是不可行的，但可通过经验或者产品试验克服。另外，对题给数据，线性回归效果恰好很理想，但情况并不总是这样幸运的，如果操作者得到的线性回归结果不理想，建议尝试二次回归。（当然，如果我们的经验公式足够简单，回归就不必要了。）

主题词：参数设计  非线性规划   多元线性回归   分解迭代

一. 问题重述：（略）

二.问题的分析

问题要求对零件的参数（标定值和容差）进行设计，以使总费用最小，显然这可以表达为以零件参数为决策变量、以总费用为目标的有约束多元非线性极小优化问题。问题主要的难度在模型的求解：一个困难是，题给经验公式太复杂，一般的思路是寻找一个简单的函数进行近似，如果误差不大，这种近似是允许的；另一个困难是，决策变量既有连续型的，又有离散型的，考虑到成本只与容差水平有关，我们采用分解迭代的方法：先在一定的容差水平下，对标定值进行优化，再在此标定值下，优化容差。为了尽量逼近最优解，可以多进行几次这样的过程，即构造迭代算法。另外，采用松弛方法，即把离散变量当作连续变量进行优化，可以大大减少组合优化的时间复杂度。

三 .简化假设与符号说明：

各个零件的参数为相互独立的正态随机变量。

产品的参数y也服从正态分布。

批量生产的产品个数（1000）足够大。
产品除了有质量损失外不再有其它损失。

符号说明：
产品（粒子分离器）质量参数y：（  y~N(uy,σy2) ）
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      产品参数的目标值：yo（yo= 1.50）；
   零件参数向量：x=[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7];

   零件参数标定值向量：u=[u1,u2,u3,u4,u5,u6,u7];
   零件参数相对容差向量：e=[e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7]；
   零件参数容差水平向量：m，mi∈{1，2，3}（1、2、3分别对应C、B、A）

   零件参数容差向量：s=[s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7], 其中si=ei*ui(i=1,2,3,4,5,6,7);
零件参数均方差向量：σ=[σ1，σ2，σ3，σ4，σ5，σ6，σ7],其中          σi=si/3  (i=1,2,3,4,5,6,7);

   产品的质量损失函数：φ=φ（y）=φ（u, e）；
   零件的成本函数：c=c(e)；
   总费用函数：g(u,e)=φ(y)+c(e);
   正态随机变量概率密度函数：f（s），其中s ~ N（us，σs）；

   产品参数函数y（x）线性近似：y*=yy（x）=a0+
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；

矩阵元素的引用：A（i，j）表示矩阵A第i行第j列的元素。

零件参数标定值的上、下界向量：
[image: image5.wmf]l

、r；
 成本矩阵COST=（cost）7*3=  
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（其中
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表示不可选）

四 .模型的建立：
问题要求对零件的参数（u , e）进行设计，以使总费用（g=Φ+c）最小，显然这可以表达为以下的规划问题：

min    g（u, e）=Φ（u, e）+c(e)
Subjected to：
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      这是一个有约束多元非线性规划模型。 
五、模型的求解：

    直接求解以上的模型将遇到以下的困难：

1.题给函数y=y(x)非常复杂，如果直接用于计算，工作量将非常巨大；

2.决策变量（u , e）可分为两类，其中u 为带约束的连续变量，而e 为离散变量（只有几个有限的水平可选，题中e共有C11 C21C31 C31C11C21=122333=108种选择），这对目标的优化带来困难。

对以上问题，我们采用以下方法解决：

（一．）对于1，由于y是一随机变量，题给函数y(x)又是一经验公式，本身可能带有误差。我们考虑，用一简单的函数近似y(x),如果误差不是很大，在工程上这种近似是允许的。我们采用最简单的线性函数：

y*=yy(x)= a0+a1x1+a2x2+a3x3+a4x4+a5x5+a6x6+a7x7;

进行近似。这种工作可以由多元线性回归来完成：在可行域内随机产生M( M>>7 )个样本x ，由题给函数求出y,对（x，y）进行线性回归，得参数a=（a0，a1，……，a7），并在某一显著性水平α下进行假设检验，分析回归效果。我们以大小为20的随机样本，进行线性回归得到线性回归函数y*=yy(x)=a0+
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的参数 如下表：

                      表1. 回归结果列表

	  a0
	  a1
	  a2
	   a3
	   a4
	   a5
	   a6
	   a7

	3.4894
	27.7286
	-6.0839
	14.7617
	-4.9670
	-1.383
	-0.0739
	-0.9725

	       R2
	     F检验分位值
	    检验概率α

	0.9832
	100.4718
	0.000003


在显著水平α=0.01下，我们对回归结果进行了检验，得：

相关系数平方：R2=0.9832，F检验分位值：F=100.4718, α=0.000003.
这表明，我们的线性假设在α=0.01下是成功的，而1%的误差在工程上是允许的。

（二）对于2，由于成本是由e唯一决定的，而e只有有限个（题中为108个）取值，所以实际上是一个组合优化问题。于是，我们当然可以用枚举法求得最优解，即：在每一种可能的容差水平e下，各对u进行一次优化，再从优化结果中取最优值，即可得全局最优解。但枚举法是一种指数算法：

时间复杂度：   
[image: image10.wmf]P
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（其中
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的可取值数目，
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，i=1，2，3，……，n）

当问题的规模很大时，时间开销将很可观，甚至变得不可行，这不利于模型的推广。

为此，我们考虑把优化过程分解为两个子过程：

（1.）在取定的e下对u进行优化；

（2.）在取定的u下对e进行优化；

为保证得到优化结果，我们提出以下的迭代算法逼近最优解：

step0:记成本最小时的相对容差水平向量为e0,取e=e0,k=0;

step1: e=ek时，对g（u , ek）进行优化，得到u*,令uk= u*；

step2:u=uk , 对g（uk ,e）进行优化，取得到e*,令ek+1= e*
step3:判断终止条件：

若满足，则停止，取（uk , ek）为最优解；

否则，令k=k+1，e=ek，转到step1。

考虑到当迭代很接近最优解时，每次迭代总费用只有微弱的减小，再迭代已无实际意义，所以我们可以设定一阀值h（譬如：10元），当迭代到：总费用减少量小于这一阀值h的时候，迭代终止。即：可以取终止条件为：

gk- gk-1< h；

其中在step2中我们引入松弛算法：把e 当作连续变量进行优化，优化结束后再根据问题的实际取距其最近的水平。

得到的结果如下表所示：

                       表2. 计算结果列表

	方

案
	费  用

（元）
	标     定      值

u=[u1,u2,u3,u4,u5,u6,u7 ]
	容差水平

  m

	原

设

计
	3 2 0 3
(模拟结果)
	[0.1，0.3，0.1，0.1，1.5，16，0.75]
	2111112

（BCCCCCB）

	
	5082.5
（回归结果）
	[0.1，0.3，0.1，0.1，1.5，16，0.75]
	2111112

（BCCCCCB）

	优

化

后

的
设

计
	419.7（枚举得

到的最优设计）
	[0.0750， 0.2250， 0.0750，  0.0750，

1.1250，  16.8410      0.9350]
	2221122

（BBBCCBB）

	
	443.7（只迭代

一次的结果）
	[0.0750，0.2250， 0.0750    0.1250 
   1.1250   13.4701    0.9350]
	2221112

（BBBCCCB）

	
	435.8（迭代两次

的结果）
	[0.0750    0.2760    0.0750    0.0845    1.1250   12.0000    0.9350]
	2221112

（BBBCCCB）


其中原设计费用由以下方法得到：

方法一：伪随机数模拟法

    由题给设计参数计算得到各零件参数的均方差
[image: image17.wmf]s

（
[image: image18.wmf]s

i=ui*ei/3），根据u和
[image: image19.wmf]s

用计算机产生的伪随机数由经验公式得到y，再由y与y0的偏差求得损失，最后求损失的平均值。上表第一个费用值就是我们用1000个伪随机数模拟得到的结果。

方法二：由回归函数求期望

    我们由表1中的回归参数求得总费用的期望值是5082.5（表2中的第二个费用值。）

六. 模型的检验

1 . 正态假设的合理性：

我们的模型建立在x、y均服从正态分布的假设基础上，考虑到“当随机变量受多种因素的综合影响，而每个个别因素的影响在总影响中都很微小时，随机变量近似服从正态分布 。”，显然在这种意义上，我们的假设是合理的，因为零件的参数具有这种特征。但如果操作者追求高度的缜密，不妨根据需要指定一显著性水平，在这一水平下进行分布检验或采取非参数方法检验。（常用的有关正态分布的检验有：Bera-Jarque检验、Lilliefors检验和拟合优度检验，更详细的论述见文献 [3 ]或其他有关统计与数据分析的专著）。   

2 . 对线性回归结果的检验：

   H0：b1=b2=b3=b4=b5=b6=b7=0

   H1：至少存在一个bi≠0

  常用检验法有：

F检验法：

记：残差平方和为Q，Q=∑（yi - yyi）2，

回归平方和为U，U=∑（yyi - yav）2（其中yav=1/n*∑yi，即y的均值。）

则F=U（n-k-1）/（Q*k）~F（k，n-k-1）

当显著性水平α给定后，如果F>F1-α（k，n-k-1）,则拒绝H0，认为线性假设在水平α下成立。
R2检验法：

定义复相关系数R=sqrt(U/(U+Q)),求R2，当R2很接近1时，认为y与x线性相关程度好。

3 . 分解迭代的有效性：

   对组合优化问题，枚举法总可以找到全局最优解，但一般都非多项式算法，所以大多都采用所谓“启发式算法”，本文的分解迭代就属一例，启发式算法可能得不到全局最优解，但时间复杂度大大降低，例如本文一次迭代得到的结果已较理想，但所用时间只有枚举法的大约1/54(计时结果为：1/21)，我们用MATLAB 提供的计时工具对计算时间进行了统计，结果如下表：             

	   算    法
	枚举法
	一次迭代
	  两次迭代

	计算用时
	10.44s
	0.5s
	   约 1s


另外，本文通过迭代，理想情况下，可以以任意精度逼近最优解。

但本问题的成本函数与损失权函数都是不连续的，这对优化带来困难，如果问题规模较大，建议先用三次样条函数（B或者C）进行光滑处理。

针对变量e 的离散取值问题，本文采用线性松弛法，把解空间松弛处理。

有关启发式算法，详见文献[ 1 ]。

七. 模型的推广与评价总结

本文从一个具体的参数设计问题（粒子分离器参数设计问题）出发，建立了一个非线性规划模型。针对模型求解中的困难，做了有效的近似简化：（1）.用多元线性回归得到的线性函数，近似题给的经验公式。（2）.用分解迭代的方法对目标函数进行优化。优化中还引入松弛方法，以减小组合优化的时间复杂度。模型简单明了，效果良好；缺点是：对模型假设及回归效果的检验，涉及到较专业的统计知识，对有些工厂，这可能是不可行的，但可通过经验或者产品试验克服。另外，对题给数据，线性回归效果恰好很理想，但情况并不总是这样幸运的，如果操作者得到的线性回归结果不理想，建议尝试二次回归。（当然，如果我们的经验公式足够简单，回归就不必要了。）文末对模型求解中的误差进行了分析（包括对线性回归的假设检验和分解迭代的效果分析），误差较小，在工程上，这种误差是允许的。                                              

八 . 主要参考文献

邢文训&谢金星——《现代优化计算方法》清华大学出版社.1999年。 

飞思科技——《MATLAB6.5辅助优化计算与设计》电子工业出版社2003。

范金城&梅长林——《数据分析》. 科学出版社，2002年。

盛骤 等——《概率论与数理统计》（第二版）高等教育出版社，1997年。

补充：

yy（x）的得出，另外两种方法：

小信号法，取原设计为静态工作点，taylor展开，取一次项

构造单层线性网络（8入1出，权系数为a0，a1，……，a7，网络方程为：Y=AX）利用delta学习法进行训练。因xi相互独立，网络存在最优解。

大规模组合优化的另一种解法：

局部搜索法：其中邻域定义为：mi只有一个变化且变化幅度为1。

捕鱼的最优策略

                摘    要

渔业公司经常遇到有关捕鱼策略的决策问题：一方面，捕捞太少不划算——不但销售收入少，而且不利于池鱼的繁衍生长；另一方面，如果捕捞强度太大，又会“竭泽而渔”，不能实现持续捕捞。怎样在可持续开发的前提下，尽量提高产量，这个问题不但对渔业公司是重要的，而且对其他可再生资源的开发都有实际意义。

本文从一个具体的关于捕捞强度的决策问题出发，在经典的种群微分方程模型基础上，根据问题的实际，对问题一得到了一个一元非线性规划模型，求解该模型得到可持续开发的最佳捕捞强度系数：k=1.4470（1/月）（即17.364/年）及最大年产量：388710.4（吨）；对问题二，根据对题目要求“鱼群生产能力不致受到太大破坏”的一种理解，在问题一的基础上，得到了以五年捕捞强度向量为决策变量的多元非线性规划模型，然后用拟Newton线性搜索法进行求解，经过13次迭代（用时0.22秒，终止误差）得到：最佳捕捞强度为：[1.1131  1.1896  1.4508  1.4481  1.4481]（1/月）（即[13.3573，14.2751，17.4090，17.3769，17.3778]（1/年）），最大总产量：161.56099062万吨。

文末对模型的推广和改进做了初步的讨论。

主题词：捕鱼决策  种群模型  非线性规划 拟Newton线性搜索法

问题的重述（略）

假设简化与符号说明：

各龄鱼数目均足够大，以至于可看作连续变量，具有可微分性。

成活的第i龄鱼全部于次年1月初长成第i+1龄鱼。

鱼的最大年龄为4，4龄鱼当年若未被捕杀或自然死亡则必于次年1月初死亡。

产卵集中于每年9月初发生，成活的卵集中于次年1月初长成1龄鱼。

鱼的自然繁殖近似服从Multhus模型。

每年捕捞强度系数不变化，捕捞期以月为单位，即，对一年：0≤t≤12。

符号说明：

f（k）：全年的总捕获量(kg)。

K：捕捞强度系数。S：月死亡率，s=0.8/12=1/15；

h（t）：捕获率向量，hi（t）表示时刻t 单位时间可捕获第i龄鱼的量。

X（t）：捕捞强度向量，xi（t）表示时刻t对第i龄鱼的捕获强度。

N（t）：鱼的数量向量，Ni（t）表示时刻t第i龄鱼的数量。

N0（t）：初始时刻（1月初）1龄鱼的数量。

a：生产（产卵）率向量，ai表示单位第i龄鱼的产卵数量；

常数：c=1.22*1011；u=[0，0，0.42，1]（捕获强度比例向量）

      m=[5.73,11.55,17.86,22.99]
[image: image20.wmf]´

10-3(重量向量)
下标i、j：i表示鱼的年龄j表示第j年。

问题的分析：

这是一个单种群开发问题，关于种群发展的模型已很多，我们可以采用经典的Multhus

模型描述鱼群的自然繁衍，然后加入捕杀项。在可持续开发的约束下，可以预料，问题一将是一个一元非线性优化问题，据此可得到最佳捕捞强度及最大年产量，另外还可得到可持续开发时的稳定平衡解；在问题二中，对题目要求“鱼群生产能力不致受到太大破坏”的理解是解题的关键，我们提出两种理解，并采用第二种理解，作为多元非线性规划问题的约束。对该规划问题的求解，我们采用较常用的拟Newton线性搜索法进行求解。
四 .模型的建立：

问题要求在可持续捕获的前提下获得最大效益，根据前面的假设和分析，我们得到以下的规划模型：   max  f(k) = 
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 其中可持续捕获时，要求N（t）满足以下微分方程：
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 五 .模型的化简与求解：

 化简（2.），得到：
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式（3.）的意义是明确的，考虑两种极端情况，解释如下：

当捕获强度很小，即k→0时，由（3.）有：N0（t）→c（=1.22*1011），这说明，鱼不会过度繁殖，即：环境的容纳量有限。

当捕获强度太大，即k→2.6162（
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                       的根）时，有：N0（t）→0，这也与实际相符，因为过度的捕捞必然会导致“竭泽而渔”。

  可见，要实现可持续捕捞，捕捞强度系数至少要满足：

         0 < k < 2.6162      ………………………………………………（4.）

于是，模型（1）可化简为：max  f(k) = 
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积分得到f（k）的解析表达式为：
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其中，

…………（6）

容易得到：当k=1.4470，时，f’(k)=0 , f(k)取得最大值：fmax=388710.4（吨）。

所以，问题一的答案就是：

   可持续开发的前提下，当捕捞强度系数k=1.4470时，可获得最大年产量：fmax=388710.4（吨）。

此时年初各龄鱼的数量是：

N0=N1（0）=119.6*109，N2（0）=N0*exp（-12*s）=53.74*109
N3（0）=N2（12）=N0*exp（-24*S）=24.15*109…………………………（7）

N4（0）=N3（12）=N0*exp（-36*s）*exp（-3.36*k）=0.0 84*109
问题（二）要求在“鱼群的生产能力不致受到太大破坏”的前提下对一个五年期的捕捞业务进行规划。在问题（一）的求解中我们已经知道，要实现可持续开发，      N（0）要满足（2），记（2）的解为N*（0）（即（7）所表达的解。），我们把“鱼群的生产能力不致受到太大破坏”理解为：通过可忍受的弥补，鱼群仍能恢复可持续开发状态。记这种“可忍受的弥补”对鱼群数目的增加为NN，即要满足：

N（60+）=N*（0）-NN              …………………………………………（8）

其中N（60+）表示五年业务结束后的下一年（即第六年）的年初，鱼群的数量。

     当然，N（60+）≥N*（0）         ……………………………………………（9）

     也是满足条件的。

考虑到以（8）为条件需要与服务者的信息交互，在我们的问题中，这无法实现。我们以（9）为条件进行规划。记向量k=[k1，k2，k3，k4，k5]，ki表示第I年的捕捞

强度系数，则要求解以下模型（10）：
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这是一个多元非线性单目标极值问题。我们采用拟Newton搜索法对其进行求解，得到的结果如下：

	最大总产量
	161.56099062万吨

	月捕捞强度
	k =[1.1131  1.1896  1.4508  1.4481  1.4481]（1/月）

	年捕捞强度
	12k=[13.3573，14.2751，17.4090，17.3769，17.3778]（1/年）

	计 算 信息
	采用拟Newton线性搜索法，迭代13次，用时0.22秒


  六. 模型的推广与评价

本文从一个具体的关于捕捞强度的决策问题出发，在经典的种群微分方程模型基础上，根据问题的实际，对问题一得到了一个一元非线性规划模型，求解该模型得到可持续开发的最佳捕捞强度系数、最大年产量及稳定平衡解；对问题二，根据对题目要求“鱼群生产能力不致受到太大破坏”的一种理解，在问题一的基础上，得到了以五年捕捞强度向量为决策变量的多元非线性规划模型，然后用拟Newton线性搜索法进行求解， 13次迭代用时仅0.22秒。模型简单，求解容易，便于操作。可能的缺陷是：本文采用Multhus模型描述鱼的自然繁殖，对长期的渔业规划，这可能是不精确的；更长期的规划或许应该采用带有阻滞项的Logistic模型（或者将Logistic模型与leslil模型结合），但由式（3），我们知道即使采用Multhus模型，自然状态下鱼群也不会爆炸性的繁殖，而是受到环境容量的限制，所以我们猜测：原问题在表达鱼卵的成活率时本身带有一定的阻滞。另外，考虑到Multhus模型是Logistic模型在小种群时的近似，而渔业公司总是要进行捕捞的，捕捞本身也是一种阻滞，如果我们设想这种捕捞会无间断（不指产卵期的间断）地进行以至鱼总不得长时间自然繁殖的机会，则采用Multhus模型不会带来很大的误差。

主要参考资料

   李尚志主编《数学建模竞赛教程》——《第5讲 动物群体的常微分方程模型》，江苏教育出版社。1996年。
飞行的管理与控制

摘  要

飞行管理部门经常遇到这样的问题：当有飞机请求进入管理区域时，要快速地做出判断：该飞机进入区域会不会与区域内的飞机发生碰撞，如果存在这种不安全的可能，则要马上制定调整方案，使得通过尽量小的调整，避免碰撞。这时，他们对计算的精确度和速度同时提出了要求。

本文首先通过一定的假设简化，为这类飞行管理问题建立了数学模型，这是一个以飞行方向角的调整幅度为目标、以安全飞行条件为约束的非线性规划模型，然后针对模型求解中的困难，并考虑到该问题对计算精度和速度两方面的要求，提出了一种称为“先倍后分”的算法，其主要思路是：先在给定的目标水平下，对飞机距离的最小值进行优化（使最小距离最大），然后判断安全条件，如果不满足，增大目标水平再优化（“二倍”）；直至满足再减小目标水平，逼近最优解（“二分”）。该方法思路简单，计算速度快且理论上可以以任意精度逼近最优解。针对“先倍后分”算法中出现的“惰性”现象，我们采用“惩罚下降法”，强迫 “惰性”分量进一步下降，对算法及其结果做了有效的改进。

在对测量误差的处理中我们引入了安全裕度保证结果的可靠性。

我们采用MATLAB 6.5实现以上算法，判断表明第0架（新进入的）飞机和第3、5架飞机会发生碰撞，在求解调整方案时，我们对可能的各种方案分别做了求解，得到：如果采用等量调整的方案，则各架飞机飞行方向角均应调整：6.548度；如果只调整第0架飞机，则应调整：-8.496度；如果各架飞机均做调整，则第0—5架飞机的方向角应分别调整：1.875，0，0，1.875，-0.846，0。（度）

最后，我们从实际出发，考虑调整时滞，对模型的误差做了分析。

我们还采用Visual C++编写的动画对计算结果的正确性进行了动态模拟实验，实验表明调整方案是合理的。 

关键词：飞行管理  非线性规划  先倍后分算法  惩罚下降法 动画模拟  安全裕度  调整时滞

问题的重述

在约10000m高空的某边长160km的正方形的区域内，经常有若干架飞机作水平飞行，区域内每架飞机的位置和速度向量均由计算机记录其数据，以便进行飞行管理，当一架欲进入该区域的飞机到达区域边缘时，记录其数据后，要立即计算并判断是否会与区域的飞机发生碰撞。若会碰撞，则应计算如何调整各架（包括新进入的）飞机飞行的方向角，以避免碰撞。

现假定条件如下： 

不碰撞的标准为任意两架飞机的距离大于8km；
飞机飞行方向角调整的幅度不应超过30o；
所有飞机飞行速度均为每小时800km；
进入该区域的飞机在到达区域边缘时，与区域内飞机的距离在60km以上；

最多须考虑6架飞机；

不必考虑飞机离开此区域后的状况。

要求对这个避免碰撞的飞行管理问题建立数学模型，列出计算步骤，并对以下的给定数据进行计算（方向角误差不超过0.01o）,使飞机飞行方向角调整的幅度尽量小。

设该区域4个顶点的坐标为（0,0）,(160,0),(160,160),(0,160),记录数据为：
	   飞机编号
	   横坐标X
	    纵坐标 Y 
	   方向角（度）

	      1
      2
      3
      4
      5
      6
	     150
     85
     150
     145
     130
      0
	      140
      85
      155
      50
      150
       0
	      243
      236
     220．5
      159
      230
       0


基本假设与符号说明：

区域内的所有飞机及请求进入区域的飞机均在同一高度的某水平面内做匀速（速度v=800km/h）的直线飞行。

新进入区域的飞机在进入区域时与已在区域内的飞机的距离不小于60km，不满足此条件而请求进入的飞机均被拒绝。

飞行管理系统对飞机位置的测量是足够精确的，对方向角的测量误差不超过0.01o，飞机对其方向角的调整误差也不超过0.01o。

不发生碰撞的安全条件是区域内任意两架飞机的距离大于8km。

由于航向等的限制，对飞机飞行方向角的调整幅度不能超过30 o。

区域内的飞机总数足够小，以至通过可行的调整实现所有飞机的安全飞行是可能的。

不考虑飞机离开研究区域之后的状况。

飞行管理部门拥有足够先进的软、硬件设施，（比如性能良好的计算机及MATLAB 6.5 等优秀的计算软件）以至数据的取得、计算决策、发出命

令以及飞机对其方向角的调整几乎都是即时完成的。

原在区域内的飞机不会发生碰撞；调整方案只在有飞机请求进入时制定。

与微小琐碎的、调整方向角的进一步减小相比，飞行管理部门更关心调度的时间效率，即：当调整角度较小、已可忍受时，飞行管理部门转而追求算法的时间效率。

符号说明：

以取得数据的时刻为计时零点t=0。

（a，b，θ）：（ai，bi，θi）表示观测到的第i架飞机的飞行参数：（初

始横坐标，初始纵坐标，飞行方向角）。

（xi(t)，yi(t):时刻t时第i架飞机的位置坐标。

V=800km/h：飞机的飞行速率。

Ds：安全距离，即：可安全飞行时两架飞机之间的最小距离。

T：Ti表示第i架飞机在区域内的飞行时间长度。

α：方向角调整向量，αi表示第i架飞机的方向角的调整量（以逆时针方向为正方向）。


[image: image29.wmf]a
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：调整后的方向角。

D(t)：距离矩阵，分量Dij(t)表示时刻t时第i架飞机与第j架飞机之间的距离。
下标i,j表示飞机的编号，i，j=0，1，2，……n-1。n表示飞机总数，（n≤6），其中新进入的飞机编号总为0。

问题的分析

每当有飞机请求进入时，首先要判断是否会与区域内的飞机发生碰撞，如果可能碰撞，则要进行调整。因题目要求调整幅度尽量小，所以调整的过程即是要求解一个以飞行方向角的调整幅度为目标、以安全飞行条件为约束的非线性规划问题，直接求解因有两个过程涉及到函数的优化，所以计算时间很不经济。我们考虑在给定目标水平下，对飞机之间距离的最小值进行优化（使最小距离最大）。为了尽量逼近最优解且降低计算的时间开销，我们采用了一种称为 “先倍后分”的算法，其主要思路是：先在给定的目标水平下，对飞机距离的最小值进行优化，然后判断安全条件，如果不满足，增大目标水平再优化（“二倍”），直至满足，再减小目标水平，逼近最优解（“二分”）。该方法思路简单，计算速度快且理论上可以以任意精度逼近最优解。对于测量误差的处理，我们考虑引入安全裕度，以最大误差角可能引起的误差距离对安全距离进行拓展，以保证结果的可靠性。

模型的建立

当欲进入区域的飞机到达区域边缘时，首先要进行判断：假如该飞机进入

区域而不采取任何调整，是否会与区域内的飞机碰撞。如果可能碰撞，则要迅速给出调整方案，否则，可以不作为。

可安全飞行的条件：

根据题目的描述，可安全飞行时，任意两架飞机i、j在区域中的任意时刻t

的距离均须大于安全距离Ds。考虑到时刻t时，飞机的位置坐标为：
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 第i,j架飞机之间的距离为：
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   i，j 在区域内共同飞行时，时间t满足：
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   记上述不等式组的解的上界为
[image: image33.wmf]k
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，则i，j 在区域内共同飞行的时间长度：
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   于是安全飞行的条件为:对任意两架飞机i、j(i
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时间内，距离始终大于安全距离Ds，即可表达为：
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  2 . 调整方案：

  当判断后发现可能发生碰撞时，要立即给出调整方案，使得通过尽量小的方向角的调整实现安全飞行。即：要以方向角调整向量α为决策变量、以安全飞行条件为约束求解以下规划问题，使得各架飞机的方向角调整幅度尽量小（我们取各飞机方向角调整幅度的最大值为目标）:
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s.t. 
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其中：
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模型的求解

判断是否可安全飞行：

根据假设9，因原在区域内的飞机不会发生碰撞，所以只需判断新进入的飞

机是否会与其他飞机发生碰撞。因飞机总数n有限（题中不超过6架），且距离的平方
[image: image45.wmf])
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是t的二次函数，所以即使在新进入的飞机与其他各架飞机两两之间求距离的极小值进行判断（最多n-1次），此过程花费的时间也较少。

本题只需在第0架飞机与第1，2，3，4，5架飞机之间进行5次判断，判断

结果是：第0架飞机和第3、5架飞机会发生碰撞，判断过程总费时约0.06秒。
求解调整方案：

直接求解（四）中的规划模型，有两个过程涉及到函数的优化：一个是对目

标函数的优化（调整方向角的最大幅度最小），另一个是约束条件中涉及到的优化（任意两架飞机之间的最小距离）。我们考虑给定目标水平，将其作为约束，然后求解原约束中的优化问题。（即求：当方向角调整幅度在一定范围内时，使各架飞机之间最小距离最大的调整量）。为了尽量逼近最优解且降低计算的时间开销，我们提出以下所谓“先倍后分算法”。描述如下：

step0：给定初始调整幅度水平
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    得到解
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范围内，使飞机间的最小距离最大的调整角
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Step2.判断终止条件（
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），如果满足，则停止计算，认为不存在可行的调整方案；否则，转到step3.

Step3.判断安全条件：比较
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（不满足安全条件）,则“二倍”调整幅度的范围，再优化,直至满足安全条件；否则（满足安全条件），“二分”调整幅度范围，逼近最优解，取“二分”终止时的解为最优解。

其中“二倍”、“二分”的子过程算法分别描述如下：

（1.）“二倍”：

   Step0：初始调整幅度水平
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   Step1.优化并判断安全条件，若满足，停止；否则，转step2。
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（2.）“二分”：

 step0：取“二倍”终止时的
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 Step2：判断安全条件，若满足，转step3；否则，转step4。

Step3：令
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 Step4：令
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3 .  对测量误差的处理

方向角的测量有误差。此误差很小（不超过0.01 o），但为了确保安全，我们可以把安全距离做一定扩展，即保证一定的安全裕度，则总可以保证安全飞行。由以下的求解可以看到，对安全距离的扩展是很小的。
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正方形区域内的最长轨线为区域的对角线，其长度为：
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为腰长，0.01 o角为顶角做三角形，如右图一所示，显然，0.01 o误差角引起的最大误差距离为
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，因此，对任意两架飞机，测量误差引起的最大距离误差
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于是取Ds=8+0.08=8.08（km）为安全距离，则可保证有充分的安全裕度。[image: image236.png]
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4 .对飞行时间长度Tij的处理：

各飞机在研究区域内飞行的时间长度互不相等，虽然求解不等式（3.）花费的时间不多，但考虑到飞行管理中时间效率的重要性，为了尽量提高飞行管理部门的应对速度，我们取
[image: image73.wmf]ij
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都等于飞机在研究区域内飞行可能的最长时间：
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这实际上相当于加强了约束，对飞机离开研究区域后一段时间的安全情况也做了规划。另外，因
[image: image75.wmf]max
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本身不是很大，所以不会对结果产生太大的影响。

5. 具体实现及计算结果：

我们采用优秀的数值计算软件MATLAB 6.5实现以上算法，并且对计算时间做了统计。计算中，出于对精度及速度的双重考虑，我们对以下三种方案分别做了尝试：

（1.）方案一：考虑各架飞机调整方向角相等的情况，此时优化问题（6）成为一个一元非线性规划问题，这样做得到的解不是最优的，但计算速度较快。

（2.）方案二：因原在区域内的各飞机本来可以安全飞行，故可考虑只调整新进入的飞机的方向角，而其他飞机均不调整，此时（6.）也是一个一元非线性规划问题，计算速度也较快。

（3.）方案三：考虑各架飞机调整方向角不等的情况，此时如果算法合理，可得到最优解，但因要解多元非线性规划问题，费时较多。

 对以上各种调整方案，我们分别取0.01o，0.1 o，0.5 o为与最优解的逼近程度，分别取初始目标水平：10，10，2.5，计算结果如下页表一所示：

表一

	方案
	与最优解的逼近程度ε
	方向角调整向量（度）

α=[α0,α1,α2,α3,α4, α5]
	计算用时（秒）
	最小距离（km）

	方

案

一
	0.01
	6.548*[1，1，1，1，1，1]
	8.4
	8.087

	
	0.1
	6.563*[1，1，1，1，1，1]
	6.98
	8.126

	
	0.5
	6.563*[1，1，1，1，1，1]
	5.49
	8.126

	方

案

二
	0.01
	-8.496*[1，0，0，0，0，0]
	  3.02
	8.117

	
	0.1
	-8.516*[1，0，0，0，0，0]
	  2.25
	8.117

	
	0.5
	-8.594*[1，0，0，0，0，0]
	  1.54
	8.252

	方

案

三
	0.01
	[1.841,0,0,1.841,-1.562,0]
	  8.07
	8.098

	
	0.1
	[1.875,0,0,1.875,-1.562,0]
	  6.37
	8.227

	
	0.5
	[1.875,0,0,1.875,-1.562,0]
	  4.50
	8.227


模型及算法的改进探讨：

以上采用“先倍后分”法取得了很好的结果，而且计算时间也较短。但考

虑到我们在（5.）中把方向角的最大调整幅度作为目标，而计算中又用到迭代（前次的结果作为后一次的初值），因此在方案三中当满足约束条件之后，α的有些分量的变化将变得非常“懒惰”，为此，我们考虑以下改进思路：一种方法是在“先倍后分”法初步取得结果之后，改用调整幅度的平方和作为目标，再优化；另一种方法是在“先倍后分”法初步取得结果后，再用轮换搜索法，即在α的各个非0分量中分别用二分法轮换搜索。还可以考虑在“先倍后分”的过程中，比较前后两次得到的解，对那些没有变化或变化非常微小的分量给予惩罚，迫使其减小以逼近最优解。

我们采用上述的第三种方法，在“先倍后分”的过程中，比较前后两次得到的解，强迫那些没有变化或变化非常微小的分量减小，以逼近最优解，得到的结果如下表二：

             表二. 采用惩罚下降法改进后的结果

	逼近程ε

（度）
	方向角调整向量（度）

α=[α0,α1,α2,α3,α4, α5]
	计算用

时（秒）
	最小距离

（km）

	0.01
	[1.875，0，0，1.875，-0.876，0]
	10.0
	65.32

	0. 1
	[1.875，0，0，1.875，-0.849，0]
	6.37
	65.32

	0. 5
	[1.875，0，0，1.875，-1.336，0]
	4.18
	65.32


当然，对本题，因方向角的调整幅度已很小，是否有必要牺牲时间在一些琐碎的调整上，需要操作者斟酌。    
模型的检验和误差分析：

   1 .计算结果的动态模拟实验：

利用Visual C++中的MFC编程构建windows界面程序框架。

第一步，在windows窗口中规划出边长为160的正方形区域，并且标出在该区域内各架飞机的初始坐标位置。

第二步，调用MFC类库当中的windows时间消息函数，并且以时间t为参数进行模拟编程。

第三步，给六架飞机的飞行角度赋初值，编号为1、2、3、4、5、0的各架飞机的角度分别为： 243.0，236.0,220.5,159.0,230.0, 52.0，即各架飞机均不做调整的情况，由动态模拟可知，3、0和5、0将会分别相撞。

第四步，经优化调整后，得出一组调整角度，给六架飞机的飞行角度赋初值：243.0+0.0， 236.0+0.0, 220.5+1.8164, 159.0-1.5624,           230.0+0.0, 52.0+1.8164，由动态模拟可知，各架飞机将均不会相撞。

   2 .调整时滞带来的误差：

在假设（8）中我们曾简单地认为数据的取得、判断、决策、命令的发出及调整方案的执行都是即时完成的，实际上存在时滞。考虑到以上的计算均可在10秒内完成，我们计算了10秒的时滞带来的误差，即将调整改在t=10（s）时发生，在此之前认为各飞机航向不变，以方案二为例得到的结果如下表三：

              表三. 考虑调整时滞时的结果
	方案
	与最优解的逼近程度ε
	方向角调整向量（度）

α=[α0,α1,α2,α3,α4, α5]

	方

案

一
	0.01
	6.698*[1，1，1，1，1，1]

	
	0.1
	6.700*[1，1，1，1，1，1]

	
	0.5
	6.704*[1，1，1，1，1，1]

	方

案

二
	0.01
	-8.691*[1，0，0，0，0，0]

	
	0.1
	-8.711*[1，0，0，0，0，0]

	
	0.5
	-8.750*[1，0，0，0，0，0]

	方

案

三
	0.01
	[1.875,0,0,1.875,-1.562,0]

	
	0.1
	[1.875,0,0,1.875,-1.562,0]

	
	0.5
	[1.875,0,0,1.875,-1.562,0]


可见，考虑时滞时，调整角稍有增大，但增大量很微小。
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露天采矿的车辆安排—— 模型及算法

摘  要

露天矿的生产中，常常要考虑：怎样合理地安排作业计划，才能在满足资源供应、产品需求及品位限制等约束时得到最大的经济效益。在很多需要做类似调度的场合，这都是一个值得研究的现实问题。

本文首先在一些假设基础上，经过细致分析，建立数学模型对这一问题进行了描述。然后，考虑到该模型涉及到在众多复杂约束下的多目标整数规划问题，这给求解带来困难，本文采用所谓“定铲配车法”，把问题分成两个子过程：①. 在题给原则下对车流进行规划，确定铲点、路线及任务；②. 任务安排：分配车辆到既得的路线上尽量完成求得的任务。对过程一，我们得到了一个线性整数规划模型，针对整数规划的求解困难，我们采用线性松弛法对其解空间进行松弛，得到一个线性规划模型。在求解该线性规划模型，得到问题的下限解并通过取整将其可行化之后，我们采用所谓“先剔后配法”（当解中在用的铲点数超出矿厂所能提供的铲车数时，剔除输出最少的铲点，再在剩余铲点条件下，对车流进行规划；重复这一过程直到满足铲车数目的约束之后，再用各线路运行饱和度凑整数的方法减少卡车数至最少。） 得到较优的安排计划。

对于题给的实例，我们得到的一组解是：

（1.）在原则（一）下，当出动7台铲车，分别位于铲位1，2，3，4，8，9，10，出动14辆卡车时，总运量达到8.581（万吨
[image: image76.wmf]·

公里）；

（2.）在原则（二）下，当出动7台铲车，分别位于铲位1，2，3，4，5，9，10，出动20辆卡车时，总产量达到8.747（万吨），其中岩石产量达到4.928（万吨）。（更详细的结果见文中的表3）。

另外，我们还对题目要求的快速算法做了初步尝试，提出了两种算法的雏形。（实际上如果只考虑时间，采用线性规划的“定铲配车法”和“先剔后配法”效果已经比较理想。）.

在模型改进推广方面：我们提出，以收益为目标应该更合理。

本文假设合理，分析细致透彻，给出的模型和算法，思路清晰，简单明了，易于操作，对题给的实例也给出了比较满意的结果；主要缺点是：对“等待”问题的讨论还欠充分；提出的快速算法还比较粗糙，且没有理论上的支持。

关键词：车辆安排  多目标整数规划  定铲配车法  线性松弛  先剔后配法

        快速算法  收益目标

一 . 问题的重述

在铁矿的生产中，许多现代化铁矿是露天开采的，它的生产主要是由电铲装车、电动轮自卸卡车的运输来完成。怎样合理地安排作业计划，才能在满足资源供应、产品需求及品位限制等约束时得到最大的经济效益，无疑具有十分重要的现实意义。

露天矿里有若干个爆破生成的石料堆，每堆称为一个铲位，每个铲位已预先根据铁含量将石料分成矿石和岩石。每个铲位的矿石、岩石数量，以及矿石的平均铁含量（称为品位）都是已知的。每个铲位至多能安置一台电铲，电铲的平均装车时间为5分钟。

卸点有卸矿石的矿石漏、2个倒装场和卸岩石的岩石漏、岩场等，每个卸点都有各自的产量要求。从保护国家资源的角度及矿山的经济效益考虑，应该尽量把矿石按矿石卸点需要的铁含量（假设要求都为29.5%
[image: image77.wmf]±

1%，称为品位限制）搭配起来送到卸点，搭配的量在一个班次（8小时）内满足品位限制即可。从长远看，卸点可以移动，但一个班次内不变。卡车的平均卸车时间为3分钟。

所用卡车载重量为154吨，平均时速28
[image: image78.wmf]h

km

。卡车的耗油量很大，每个班次每台车消耗近1吨柴油。发动机点火时需要消耗相当多的电瓶能量，故一个班次中只在开始工作时点火一次。卡车在等待时所耗费的能量也是相当可观的，原则上在安排时不应发生卡车等待的情况。电铲和卸点都不能同时为两辆及两辆以上卡车服务。卡车每次都是满载运输。

每个铲位到每个卸点的道路都是专用的宽60
[image: image79.wmf]m

的双向车道，不会出现堵车现象，每段道路的里程都是已知的。

一个班次的生产计划应该包含以下内容：出动几台电铲，分别在哪些铲位上；出动几辆卡车，分别在哪些路线上各运输多少次。一个合格的计划要在卡车不等待条件下满足产量和质量（品位）要求，而一个好的计划还应该考虑下面两条原则之一： 

1.总运量（吨公里）最小，同时出动最少的卡车，从而运输成本最小；

2.利用现有车辆运输，获得最大的产量（岩石产量优先；在产量相同的情况下，取总运量最小的解）。

要求就以上两条原则分别建立数学模型，并给出一个班次生产计划的快速算法。针对下面的实例，给出具体的生产计划、相应的总运量及岩石和矿石产量。

某露天矿有铲位10个，卸点5个，现有铲车7台，卡车20辆。各卸点一个班次的产量要求：矿石漏1.2万吨、倒装场Ⅰ1.3万吨、倒装场Ⅱ1.3万吨、岩石漏1.9万吨、岩场1.3万吨。

各铲位和各卸点之间的距离（公里）及铲点的资源情况如下表：
	
	铲位1
	铲位2
	铲位3
	铲位4
	铲位5
	铲位6
	铲位7
	铲位8
	铲位9
	铲位10

	矿石漏
	5.26
	5.19
	4.21
	4.00
	2.95
	2.74
	2.46
	1.90
	0.64
	1.27

	倒装场Ⅰ
	1.90
	0.99
	1.90
	1.13
	1.27
	2.25
	1.48
	2.04
	3.09
	3.51

	岩场
	5.89
	5.61
	5.61
	4.56
	3.51
	3.65
	2.46
	2.46
	1.06
	0.57

	岩石漏
	0.64
	1.76
	1.27
	1.83
	2.74
	2.60
	4.21
	3.72
	5.05
	6.10

	倒装场Ⅱ
	4.42
	3.86
	3.72
	3.16
	2.25
	2.81
	0.78
	1.62
	1.27
	0.50


各铲位矿石、岩石数量(万吨)和矿石的平均铁含量如下表：
	
	铲位1
	铲位2
	铲位3
	铲位4
	铲位5
	铲位6
	铲位7
	铲位8
	铲位9
	铲位10

	矿石量
	0．95
	1．05
	1．00
	1．05
	1．10
	1．25
	1．05
	1．30
	1．35
	1．25

	岩石量
	1．25
	1．10
	1．35
	1．05
	1．15
	1．35
	1．05
	1．15
	1．35
	1．25

	铁含量
	30%
	28%
	29%
	32%
	31%
	33%
	32%
	31%
	33%
	31%


题中还提供了铲点卸点的分布图及一些辅助的资料图片。
二 . 假设简化及符号说明：
假设简化:

每个班次开始时，铲车和卡车均已位于安排的铲点处。

每个铲点至多安置一台铲车；铲车在一个班次内不再移动。

从长远看，卸点是可以移动的，但在每一个班次内是固定的。

所有卡车均同型号、无差别，即载重量、平均时速等基本参数相等。

岩石和矿石分开运输，不能混合。

电铲和卸点都只能同时为一辆卡车服务，并且卡车每次都是满载运输。

矿区任一铲点与任一卸点之间均有车道相连，车道足够宽阔，不会出现堵车现象。

所谓“产量最大、岩石优先”是指： 当矿石卸点满足产量要求之后，将只追求岩石产量。

所谓“卡车不等待”是指，安排的计划应使“卡车在一个班次内不发生等待是可能的”，即：在不考虑随机因素影响时的平均确定性意义下，不会出现卡车等待现象。
不考虑在所安排的班次内设备发生故障的可能，即假设：在所安排的班次内，各设备均可健康稳定地运行。

符号说明：

卸点的标号：矿石卸点：1，2，……m，（m为矿石卸点总数）；

岩石卸点：m+1，m+2，……n（n为卸点总数）；

（对题给实例，矿石漏 、倒装场Ι、倒装场Ⅱ、岩场、岩石漏分别编号为：1、2、3、4、5；）
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：铲点的总数。

   
[image: image81.wmf]ij

x

：从铲点 j 到卸点 i 的运输车次数。（单位：辆
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次）
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r

：卸点 i 的产量要求数。（单位：吨）
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 、
[image: image85.wmf]j

w

：分别为铲点 j 的矿石和岩石数量。（单位：吨）
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a

：为铲点 j 矿石的平均铁含量。
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：矿石卸点得到的石料的平均品位。
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：矿石卸点品位限制的下限、上限。
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d

：卸点 i 到铲点 j 之间的距离。（单位：公里）
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：总运量。（单位：吨
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公里）
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：分别为矿石和岩石的产量。（单位：吨）
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：矿石和岩石的总产量。（单位：吨）
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每辆卡车的载重量。（单位：吨）


[image: image96.wmf]v


：卡车的平均时速。（单位：
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/

）


[image: image98.wmf]d

u

t

t

,

：分别为平均装、卸车时间（单位：小时）
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num

num

分别为矿厂拥有的铲车、卡车数。


[image: image100.wmf]:

,
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分别为一个班次计划中动用的铲车、卡车数目。

三、问题的分析

问题的目标是合理地安排作业车辆，以在满足资源供应、产品需求及品位限制等约束时得到最大的经济效益。由于设备有限，铲车和卡车的数量不能使所有的铲点和可能的路线同时运行，所以，首先要在不同的目标下对车流进行规划，确定运行的铲点和路线；然后，将有限的卡车配给求得的铲点和路线。在此过程中，我们要考虑供应、需求及品位限制等约束。

（一）.供应约束：

铲点的资源供应量是有限的，（铲点 j 的矿石、岩石最多为
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 、
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s

）

所以每条线路的运输车次数
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x

有一上限约束。

 因每车每次载重量为b，所以矿石的总需求为：
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  ，岩石的总需求为：
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   ，资源约束即可表达为：
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（二）. 需求约束：

各个卸点对产量有要求，运往该卸点的石料必须不低于其要求的水平，所以每条线路的运输车次数
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又有一下限约束：
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（三.）品位限制：

题文告诉我们，从保护国家资源的角度及矿山的经济效益考虑，矿石卸点对石料的品位有一约束范围：
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其中卸点 
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得到的矿石的平均品位
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（四.） 对“卡车不等待”条件的分析：

根据假设8 的理解，我们只需保证在不考虑随机因素影响即在平均确定性意义下使卡车不发生等待。由于运输线路有三段：装车、运输途中（包括往和返或者转移路线）、卸料，所以我们要保证在这三段都不会出现等待。

显然，出现等待可能，是由于在装、卸过程中，卡车的暂时停滞引起的（如果车流连续不停滞，即均以恒定速度运行，显然不可能出现等待），而不等待的几率与各条线路上的车次数是相关的，更具体的说，是与每条线路上的车数是相关的，当线路上车较少，如果尽量使车距均匀，则可能不等待，而车数过多时，车距太小，等不到前面的车装（卸）完成，后面的车已然到达，显然，此时，等待势不可免。具体分析如下：

同一线路上的最大车数：

对每条线路来说，要使这条线路上运行的卡车不等待（意思是：整班次内存在不等待的可能，下同），需要限制该线路上的卡车数。

记：
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从铲点
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 到卸点
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 的线路上的卡车数，
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，则：

因
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之间的距离为
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，卡车时速为
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，则卡车往返一趟的时间为：
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相继出发的两辆卡车出发时间间距的最大值（实际上是最小间距的最大值，此时间距均匀，最不容易等待。）为：
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要不发生等待，该间距应不小于一次装、卸车时间：
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考虑到
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要为整数，所以同一线路上不等待的必要条件为：
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（[
[image: image125.wmf]·

]表示向下取整）

2 . 
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的一个上界：

因一个班次内，由
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的线路上单车运行的最大次数为：[
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由式（4.），同一线路上允许的最大车数为：[
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所以运输车次数应满足：
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3 . 从同一铲点出发的最大车次数：

铲车每装一车需时为
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，则一个班次（这里取8
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）最多可装的车次数有一

上限（记为
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即是从同一铲点出发的最大车次数：
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4. 去往同一卸点的最大车次数：

卡车每卸一车料需时为
[image: image137.wmf]d

t

，则一个班次最多可卸的车次数也有一

上限（记为
[image: image138.wmf]2

x

），此上限即为去往同一卸点的最大车次数：
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（五.） 设备约束：

矿厂拥有的设备（铲车和卡车）数量是有限的，安排的计划中出动的设备不应超出其拥有量。

铲车数量的约束

由假设2知，动用的铲点数和动用的铲车数相等。记一个班次内动用的铲点

数为
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，则：   
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于是，铲车数量带来的约束可表达为：
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其中
[image: image146.wmf]1

num

为最多可动用的铲车数。

卡车数量的约束

最多可动用的卡车数为
[image: image147.wmf]2
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，所以，一个班次计划动用的车次数应满足：
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（六.）目标函数

1. 原则一

原则一要求在现有能提供的设备的数量的前提下，总运量最小同时出动的卡车数最少，即

目标函数  min
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 EMBED Equation.3  [image: image151.wmf]         ……………………（10.）

原则二

原则二以产量最大（岩石优先）为目标，根据假设7 的理解，目标函数可表

达为：
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四.  模型的建立与求解

（一.）问题的精确描述

根据以上分析，容易分别在两条原则下得到以下的优化问题：

原则一

目标函数： 
[image: image153.wmf]}
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约束条件： 式(1)~(9)

原则二

目标函数： 
[image: image154.wmf]}

,

*

{

max
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-


约束条件： 式(1)~(9)
   其中标*的为主要目标。

    （二.）“定铲配车”法

上述模型因涉及到众多复杂约束下的多目标、整数规划，若直接用于求解，计算代价将非常巨大，而且也不能保证结果的质量。考虑到模型中主要目标函数和约束条件大部分都是线性的，为此，我们提出所谓“定铲配车法”：首先在主要目标下对车流进行规划，确定最优的运行铲点、运行路线及任务；然后，再将有限的卡车配给求得的铲点和路线，用尽量少的卡车完成既得的任务。即把问题分成两个子过程：

①. 车流规划：确定铲点及路线；

②. 任务安排：分配车辆到既得的路线上。

算法的流程图见附件图1。

Ⅰ. 原则一下的模型

 1.车流规划

模型一：线性整数规划模型

根据“三”中的分析，容易得到以下的整数规划模型：
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 以上的线性整数规划模型可以用常用的分支定界法或割平面解得（文献[2]），用一些运筹学软件如：lindo也可以得到解。但是考虑到本问题约束较复杂，整数规划不但耗时，而且也不能保证得到最优的可行解，而本模型本身只是一个子过程，过程二总要对结果进行检验修正，所以我们大可以先不考虑整数约束，即把对模型一的解空间进行松弛，然后再把求得的解可行化。

模型二：线性规划模型
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求得结果后，再对其可行化：   
[image: image157.wmf]]
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2. 任务安排：

车流规划阶段没有考虑设备数量的限制，得到的解可能由于铲点和路线太多而不可行。即使可行，任务的安排还要考虑同时动用的卡车数，使其最小。为此，我们用“先剔后配法”将已得的任务分配给尽量少的卡车,其步骤描述如下（流程图见附件图2）：

（1.）判断是否满足铲车数量限制，若不满足，则逐次剔除输出最少的铲点再优化，直至满足。具体做法如下：

记：
[image: image158.wmf]å

=

i

ij

j

x

xs

（从铲点
[image: image159.wmf]j

总出发的车次数）；
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判断：如果
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     否则，记
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，再对车流进行规划，对所得的结果重做本步的过程，直至满足
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（2.）初步分配任务，做法如下：

记：
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（每条路线上，一个班次单车运输的最大趟数）
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  其中
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则以
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的路线分配
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动用的卡车总数为：
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（3.）配凑，减少动用的卡车数，做法如下：

①. 取（1）中得到的路线集为初始路线集
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②.找出当前路线集
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 EMBED Equation.3  [image: image183.wmf]），
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相加，判断是否可共用一辆车，若能，则总车数在上一步结果基础上减1（即：
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；否则，从当前路线集中去掉
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③. 
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，重复②. 的过程直至当前路线集中路线数不足2，即||
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其中判断两条路线能否共用一辆车的方法为：

①.　如果
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（两路线共用铲点），则只要
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②. 其他的情况，则可通过计算二者任务由单车完成时的总耗时（包括调整路线用时），当总耗时不超过一个班次的时间跨度（8小时）时，则可以共用。
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   以上过程中没有考虑可能发生的“等待”，事实上，在由式（4）得到
[image: image194.wmf]ij
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式（6）、（7）得到
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后 ，每一步配的过程中加入对（4）（6）（7）式的考虑 便可以解决。                                                                                                                                                                  

Ⅱ. 原则二下的模型

车流规划

与Ⅰ类似，可分别得到一个整数规划模型和一个线性规划模型，唯一不同的只是目标函数。

   模型三：
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模型四：
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求得结果后，再对其可行化：   
[image: image198.wmf]]

[

ij

ij

x

x

=


2. 任务安排：

方法与Ⅰ完全类似，不再细述。

Ⅲ　.对题给实例的计算

我们采用MATLAB软件实现以上思路，对题给实例的数据做了求解。

由式（4.）得到的不等待时任一条路线上允许的最大车数如下表1，最大单车运输次数如表2（其中行标对应卸点标号
[image: image199.wmf]i

列标对应铲点标号
[image: image200.wmf]j

，标号规则与符号说明中相同。）式（5）所表达的
[image: image201.wmf]ij

x

的上界即为两表对应位置上的积值。从同一铲点出发的最大车次数为：96（车次），开往同一卸点的最大车次数为：160（车次）。

得到的安排计划见表3

            表1 路线上的最大允许卡车数

	i   j
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	6
	6
	5
	5
	4
	3
	3
	3
	2
	2 

	2
	3
	2
	3
	2
	2
	3
	2
	3
	4
	4

	3
	5
	4
	4
	4
	3
	4
	2
	2
	2
	2 

	4
	6
	6
	6
	5
	4
	4
	3
	3
	2
	2 

	5
	2
	3
	2
	3
	3
	3
	5
	4
	5
	6


              表2. 路线上单车运行的最大次数
	i    j
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	15
	15
	18
	19
	23
	24
	25
	29
	44
	35

	2
	29
	39
	29
	37
	35
	27
	33
	28
	22
	20

	3
	17
	19
	20
	22
	27
	23
	42
	32
	35
	47

	4
	14
	14
	14
	17
	20
	20
	25
	25
	38
	45

	5
	44
	30
	35
	30
	24
	25
	18
	20
	16
	14


表 3. 计算结果列表

	原

则

一
	总运量：
	8.581万
	铲点：
	1,2,3,4,8,9,10

	
	任 务 分 配


	路线(产

点-卸点)
	分配到的

任务(车次)
	卡车编号—卡车在路线上的运行次数

	
	
	2——1
	13
	1-13

	
	
	8——1
	55
	2-29，3-26

	
	
	10——1
	10
	4-10

	
	
	2——2
	40
	1-1，5-39

	
	
	4——2
	45
	6-37，7-8..

	
	
	2——3
	15
	7-15

	
	
	10——3
	70
	8-47，9-23

	
	
	9——4
	70
	10-38，11-32

	
	
	10——4
	15
	4-15

	
	
	1——5
	81
	12-44，13-37

	
	
	3——5
	43
	4-8，14-35

	原

则

二
	总产量：
	8.747万吨
	铲

点
	1，  2，  3，   4，5，    9，   10

	
	岩石产量
	4.928
	
	

	
	任 务 分 配
	2-1
	13
	1-13

	
	
	5-1
	65
	2-23，3-23，4-19

	
	
	1-2
	31
	6-2，5-29

	
	
	3-2
	50
	7-29，8-29

	
	
	5-2
	4
	7-4

	
	
	2-3
	49
	8-19，9-19，10-11

	
	
	9-3
	36
	4-1，11-35

	
	
	1-4
	19
	12-14，20-5

	
	
	9-4
	60
	13-38，14-22

	
	
	10-4
	81
	6-36，15-45

	
	
	1-5
	46
	1-2，16-44

	
	
	3-5
	46
	14-11，17-35

	
	
	4-5
	68
	10-8，18-30，19-30


  对表3. 的解释：

  任务分配：第一列——铲点—卸点的路线，

第二列——对应路线上的车次数

第三列——卡车的分配，前一个数字为卡车编号，后一个数字为该卡车在对应路线上的作业次数。    

               五. 模型的改进探讨

（一）.以收益为目标函数

原则一和原则二分别以成本和产量为目标。更实际的情况应该是，在满足各个约束条件下，既要使成本尽量低，又要使产量尽量大，这可以看作一多目标问题。

实际中我们对运量和产量有不同的评价（即单位运量和单位产量的价格），用这种评价对运量和产量加权，容易得到一个统一的目标，即每个班次矿厂的收益。考虑到实际中货币往往是度量价值的尺度，所以以收益为目标函数更为合理。

以收益为目标的难度在：价格不是直接参数，并且长期中有波动。但是，短期中价格一般是比较稳定的，特别地，对一个班次（8小时）来说，完全可以认为价格是固定的。

（二）.存在禁止线路时：

我们在假设7 中曾简单地认为矿区的道路网至少为完全二部图，且道路足够宽，实际中如果某一条线路是不通的，我们可通过令路线长为无穷大解决。如果某条线路可能出现阻车，那么约束中要增加一条，对这条线路上车数进行限制。

（三）.卡车型号不同时

卡车型号不同时，
[image: image202.wmf]b
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都成为向量，如果将车按型号进行分组，则每组内的参数可认为均匀。型号不同不会引起实质上的困难。
六. 快速算法初步尝试

（一）.快速算法的意义：

以上我们通过数学规划方法分别在题给的两个原则下建立了数学模型，并对题给实例做了求解，从结果看，效果还是很好的。然而从采矿部门的实际出发，这种方法对专业知识及装备的苛刻要求，决定了其在操作上可能是不实际的，因为对有些设备简陋的小型矿，高素质的技术人员和优良的软硬件设施可能是无法得到的。所以，有必要开发快速算法。

另外，考虑到：即使对大型矿，在进行实时调度时，计算速度也变得相当重要，可见，良好的快速算法优越性是明显的。

（二）.快速算法初探

我们在经过对问题持久的思考之后，初步提出了以下两种方法：

方法一：贪婪算法

算法背景：

本算法每一次均选择当前可用的最短路线，然后考虑品位限制，当一条路线无法满足卸点的品位限制而需要搭配其他线路时，选择加权距离最短的可利用路线优先考虑。对距离加权的原则是：尽量多地偏向距离最短的路线，即搭配路线只要使其满足品位限制的临界值即可。对满足品位限制的路线，可使其运量达到饱和。算法终止的条件可取：所有卸点均已满足要求。

2.在原则一下的一种算法描述：

step0：置初始路线集
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 step1：找距离最小的一条路线，设其编号为
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（铲点矿石铁含量满足卸点的品位要求），则取：
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③.如果
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（铲点矿石铁含量低于卸点品位要求的下限），令标识变量flag=0，转step2；
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[image: image213.wmf]u

j

m

i

a

a

>

£

0

)

(

0

且

矿石卸点
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step2：距离加权：

  若flag=0，取待选铲点集
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若flag=1，取待选铲点集
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step3. 判断终止条件，如果满足，结束计算；

      否则，转step1。

3. 任务分配可采用前述“配凑法”。

方法二 ：单辆卡车分配法

算法背景：

  为了求解“不多于20辆车的1个班次的计划安排问题”，本算法首先求解“一辆卡车不多于20个班次的计划安排问题”。在求得结果并对其进行可行化之后，本算法把该卡车各班次的任务分派给各辆卡车。

在原则二下的一种算法描述：

（1）.由一辆卡车在满足品位限制条件下，尽快完成矿石卸点的产量要求。

（2）.完成（1）后，由一辆卡车尽量多地供应岩石卸点，直至20个班次终结。

（3.）考虑铲车约束，对解进行可行化。

（4.）由该车的班次划分分派任务。

（5.）检验计划的可行性。

七. 评价总结

在得出问题的数学模型之前，本文首先对各种约束进行了细致的分析，为模型的得出做了有意义的铺垫工作。在此基础上本文首先对问题做了精确的描述。然后，考虑到多目标整数规划问题的求解，困难，本文采用“定铲配车法”，把问题分成两个子过程：①. 在题给原则下对车流进行规划，确定铲点、路线及任务；②. 任务安排：分配车辆到既得的路线上尽量完成求得的任务。对过程一，我们得到了一个线性整数规划模型，并采用线性松弛法对其解空间进行松弛，得到一个线性规划模型。在求解该线性规划模型，得到问题的下限解并通过取整将其可行化之后，我们采用所谓“先剔后配法” 得到较优的安排计划。

 本文主要优点是：假设合理，分析细致，模型和算法，思路清晰，简单明了；主要缺点是：

算法的改进尝试太少，提出的算法实际上是一个一步算法，在得到解后要么接受，要么拒绝，没有对解的逐步改善；

对“等待”问题的讨论还欠充分；

提出的快速算法还比较粗糙，且没有理论上的支持。
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附件：
算法流程图汇总：

	过程一：车流规划


	过程二：任务分配


图1.“定铲配车”法流程图

	线性规划

	对解取整
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图 2. “先剔后配”法流程图
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